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0

Zustandsschatzung A\‘("'

er Institut far Technologie

Unter einem System versteht man eine Menge zusammenhangender
Komponenten, die der Erfullung eines bestimmten Zweckes dienen

Uy (t) —> — U (t)
System . .

HOR S

: : y(t)
wp,(t) —— — 4, (1)

Zur Systembeschreibung werden oft Differential- bzw. Differenzen-
gleichungen herangezogen

Bei vielen Anwendungen ist es vorteilhaft, das System im Zustandsraum
darzustellen

Definition: Zustand eines Systems

Der Zustand eines Systems zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, entspricht
der zum Zeitpunkt t, bendtigten Information, um bei bekanntem Eingang
u(t) far t > tg den Ausgang y(t) fur beliebige Zeitpunkte ¢t > ¢, eindeutig
Zu bestimmen.
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9.1 Kalman-Filter AT

Institut far Technologie

Prozess- und Signaldarstellung im Zustandsraum
Modellierung von Prozess und Messvorgang durch lineare Modelle

Ziel: Rekursive Schatzung des Prozesszustandes

a
a
a
® 1. Schritt: Pradiktion des Zustandes mittels Prozessmodell
® 2. Schritt: Verbesserung der Schatzung basierend auf Messwerten
@ Gutemal: Norm des quadratischen Schatzfehlers
® Entwurf besonders geeignet fir:

® zeitvariante Vorgange (insbesondere auch zeitvariante Systeme)

= Mehrgréliensysteme in Zustandsraumdarstellung

u numerische Berechnung im Zeitbereich
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9.1.1 Systemmodell ﬂ(".
@ Lineares, zeitdiskretes, zeitvariantes Systemmodell:
Xn4+1 = An X, +Bru, + L, v,

Yn:Can+Wn

Systemrauschen

Vn

Rausch-

Eingangs- matrix |1 System- Messrauschen
grofken zustand W,
Xn "
w— B, g > o by
Steuermatrix Beobachtungs-
Systemmatrix matrix
A,
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9.1.1 Systemmodell A\‘(IT

Voraussetzungen
@ Deterministische, messbare Eingangsgrof3en u,,

@ Systemrauschen v,, und Messrauschen w,, sind weil3e, normalverteilte
Prozesse mit den Kovarianzmatrizen Q,, bzw. R, :

E{v,} =0 E{v,vi}=Q, 0pn_m
E{w,} =0 E{w,w.} =R, 0p_m

@ Weitere Annahme: Messrauschen und Systemrauschen unkorreliert:

E{v,w:}=0 Vm,n

® Ferner werden der Erwartungswert des Anfangszustandes und die
zugehorige Kovarianzmatrix als bekannt angenommen:

%0 =E{x0}, Po=E{(x0—%0)(x0—%0)"}
@ Unter diesen Voraussetzungen ist das Kalman-Filter optimal bezuglich
der Summe der quadratischen Schatzfehler
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen A\‘(".
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@ Schatzkriterium: Minimierung des quadratischen Schatzfehlers:
B %, - xn||2] Yo, ¥np = B{ %0 - xn||2’ Y.} = min

@ 1. Schritt: Pradiktion des Systemzustandes mittels Systemmodell

® Annahme einer Normalverteilung: Erwartungswert und Kovarianzmatrix be-
schreiben die A-priori-Dichte f(x,,11|Y ) des pradizierten Zustandes voll-
standig:

Xp41 = E{Xn—Fl}Yn} und
ntl = E{ (Xn+1 - X:;+1> (Xn+1 - XZ+1)T‘ Yn}

@ 2. Filterschritt: Verbesserung der Schatzung durch neuen Messwert
® Annahme: A-posteriori-Dichte f(x,11|Y,+1) auch normalverteilt:

)A(n—l—l = E{Xn—l—l ‘Yn—}—l }

Pn+1 = E{ (Xn+1 - )A(n—l—l) (Xn+1 - >A<n+1)T‘ Yn+1}
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen A\‘(".

Pradiktionsschritt
@ Pradiktions-Schatzwert:

Xy = E{xn+1 |Yn}
= E{An X, + B, u, + L, Vn‘Yn}
= A, E{x,|Y,} +B,u, + L, E{v,|Y,}
X 0

Cx;; L =A%, +B, un)

@ Mit der Zustandsdifferenzengl. ergibt sich der Pradiktions-Schatzfehler zu:

Xnt1 — Xy = An(xp — X)) + Ly vy,
® Die Pradiktions-Kovarianzmatrix lautet damit:
Pi 1 = B{ (%1 = 3p1) (o1 = )" [ Y ]
_ E{ (A (Xn — %) + Ly, vi) (A (% — %) + Ly vn)T‘Yn}
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen ﬂ(".
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Al = E{ (An(xn —X,) + Ly V”) (A“(X” —%n) +Ln Vn)T‘Yn}

@ Pradiktions-Kovarianzmatrix:

Py = A E{(x0 — %0)(x0 — %,)7|Y, ) -AT
_p,
A, E{(x, — %) vD)|Y, ) LT
) —1[0,...,0] i
+ L, E{v, (x, —%,)"|Y,} - A}
) —[0,...,0]
+ L, E {Vn V?;’Yn} . L};
N ~ ’
C P, =A,P,AT+L,Q,L; )
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen A\‘(".

Filterschritt (Innovation)

® Ansatz: Linearer Schatzer, der Pradiktionsschatzwert x;, ., und aktuellen
Messwert y,,.1 gewichtet summiert:

Xnt1 = K 1 X511 + K1 Yot (24)

@ Bei Erwartungstreue sind beide Verstarkungsmatrizen voneinander ab-
hangig. Durch Einsetzen der Ausgangsgleichung in (24) und Erwartungs-
wertbildung ergibt sich bei Forderung von Erwartungstreue (vgl. Folie 7)

E{x,} =E{x,} = E{Xnn}=E{x,11}
ein Schatzer der folgenden Form [KSWO08]:
[)A(n—i—l = X:+1 + Kn—|—1 (Yn—f—l — Cn+1 X;‘jH_l )j
———

Yht1

@ Filterschatzwert: Korrektur des Pradiktionsschatzwertes x;; ; durch die
mit K,,+1 gewichtete Differenz des gemessenen Ausgangswertes y, 1
und des pradizierten Ausgangswertes C,, ;1 x;;
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen A\‘(".
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@ Fur die Filter-Kovarianzmatrix ergibt sich damit die folgende
Rekursionsgleichung (Details siehe [KSWO08]):

Pn-l—l — E{(Xn-l—l — }A(n-l-l) (Xn+1 — )A(n+l)T ’Yn-l—l}

= (I-Ku41Cos1) - Piy - (1-Kp1Cnpt) +Knpi Ropt KDy

Bestimmung der Verstarkungsmatrix

® Wahl einer optimalen Verstarkungsmatrix K durch Minimierung des qua-
dratischen Schatzfehlers (— Kalman-Filter ist LS-Schatzer):

E{ (Xn—|—1 - Xn—}—l)T (Xn—}—l - )A(n—i—l)’ Yn—{—l} — min
& Spur (f)n+1) —  1min
® Durch Ableiten nach K,,.; und Nullsetzen folgt [KSWO08]:

* * -1
C Knt1=Pr CL—l (Cn+1 | CE+1 + Rn+1) )
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9.1.2 Herleitung der Kalman-Gleichungen

Zusammenfassung

~KIT

Karlsruher Institut far Technologie

Pradiktion
Xp1=A,x, +Byu,
P: ,=A,P,AT+L,Q,L}

Verstarkung

—1
Knt1=Pryy CE+1 ‘ (Cn+1 Pri CEH + Rn+1)
Filterung

Xnpt1 = X7*1+1 + K1 (yn—I—l —Cni1 X;EH—I)

= (I - Kn+1 Cn+1) : P:H—l

Poii=([-Kup1Cup1) Py - (1-Ko1Copit) +Kpp1 Ry KDy
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9.1.3 Interpretation

SKIT
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Vn
L,
Wnp
Xn+1 X _/l\
u, B, S L . b—ey.
A,
Xn
Kalman-Filter

I ------------------------------------------------- ™ ™

)
: A ) K ' |
| n v, n \J_ :
] |
I |
| |
| |
' I
|

)
L4 B, O— 2! - Cn '
: Xn+1 Xn :
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9.1.3 Interpretation A\‘(IT

Diskussion

@ Zur rekursiven Losung der Gleichungen sind die Startwerte erforderlich;
sind diese nicht bekannt, so kann die folgende Wahl getroffen werden:

Xg=0 und Pyg=o02-1, 0=

® Das Kalman-Filter hat eine ahnliche Struktur wie ein linearer Zustands-
beobachter, aber es bestehen wesentliche Unterschiede:

=  Anwendung auf zeitvariante Systeme dank der zeitlich veranderlichen
Verstarkungsmatrix K,, moglich

®  Verstarkungsmatrix berlcksichtigt zeitlich veranderliche stochastische
Eigenschaften des Systemrauschens v,, und des Messrauschens w,,
mittels der entsprechenden Kovarianzmatrizen Q,, bzw. R,

®  Dabher eignet sich das Kalman-Filter zur Zustandsschatzung bei
unzuverlassigen Messdaten und bei Storungen am Systemeingang
oder bei einem ungenauen Systemmodell

= Bei zeitinvarianten Systemen und stationaren Rauschprozessen
konvergiert die Verstarkungsmatrix K,, gegen einen konstanten Wert
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9.1.3 Interpretation A\‘(".
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@ Filter-Schatzwert bei SISO-System:
Tnt1 = 2h 1+ Knt1 (Ynt1 — Crg1 25 41)

P;;_H CVn—|—1

Kny1 =
o Ch1 Pria + Rog

@ Unzuverlassige Messdaten: R,.; > Q,
® Term R, im Nennervon K, ., dominiert = K, =0

= Filterschatzwert: 2,1 ~ ), = A, &p + By u,

Messwerte haben keinen Einfluss, Filter verlasst sich nur auf Modell

® Ungenaues Modell (starkes Systemrauschen): @, > R,
w GroBes @, = groBesP; , = K, 1~1/Chn

w Filterschatzwert: #,,41 = yn+1/Cni1

Schatzwert berechnet sich allein aus Messwert
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9.1.4 Bestimmung der Varianz von Fehlersignalen ﬂ("'

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

@ Kenntnis der Kovarianzmatrizen Q,,, R,, der Rauschprozesse erforderlich
W Selten durch theoretische Uberlegungen bestimmbar

@ Ist das fehlerbehaftete Signal messbar, erfolgt jedoch im Aligemeinen
eine Varianzschatzung

B Gleitender Mittelwert als Schatzwert des Erwartungswertes:
N-1

S’n — % ) Z Yn—i
1=0

B Geschatzte Kovarianzmatrix:

1 N—-1

_ _ \T
RnN N—l : ; (Yn—z_yn)'(Yn—z_yn>

@ Auch haufig in der Praxis: Heuristisches Einstellen der Kovarianzen als
»tuning-Parameter”

@ Dieser Ansatz gestattet das Einbringen von Wissen in die Schatzung
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9.1.5 Beispiel

Beispiel: Abstandsschatzung mit Stereosensor

@ Umgebungserfassung fur mobile Roboter

® Horizontale Verschiebung d von Hindernissen
zwischen beiden Bildern (Disparitat, Parallaxe)
umgekehrt proportional zum Hindernisabstand z:

1
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9.1.5 Beispiel ST

Karlsruher Institut far Technologie

Prinzip des Stereosensors
B Betrachtung eines Objektpunktes aus 2 verschiedenen Blickwinkeln
@ Berechnung der Gegenstandsweite (— Relief) aus der Parallaxe d

B,
‘&
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9.1.5 Beispiel IT
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® Die eigene Beschleunigung u des Roboters in Langsrichtung wird mit
einem Beschleunigungssensor erfasst

® Insgesamt ergeben sich mit den Definitionen

Xp=[Tn],  wp=[u, vp=lvn], W, =[w],
yn:H, A=, B:[—t—A], C=l] ud L=

die Zustandsgleichung:
13

xn{—l:xn_?'un"'?}n

und die Ausgangsgleichung:
Yn = C* Ty + Wy

@ Bei unzuverlassigen Messungen wird der letzte Schatzwert um die vom
Roboter infolge der Beschleunigung u zuruckgelegte Strecke korrigiert

@ Bei starkem Systemrauschen wird = mittels der Messung y berechnet W
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